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Riassunto. In questo seminario presentiamo alcuni risultati di densità tipo Me- 
yers-Serrin provati in collaborazione con R. Serapioni e Francesco Serra Cassano 
per gli spazi di Sobolev anisotropi associati a una famiglia di campi vettoriali Lip- 
schitziani e a una funzione peso appartenente a una classe di Muckenhoupt Ap. 
Questo risultato è provato adattando l’argomento classico di Friedrichs. Inoltre, 
vengono considerati spazi BV anisotropi, e viene provato un analogo risultato di 
approssimazione, nello spirito di un precedente risultato di Anzellotti-Giaquinta. 
Per finire, come un primo passo verso una teoria geometrica della misura associ- 
ata a una famiglia di campi vettoriali, viene provato che differenti definizioni di 
perimetro coincidono. 


Abstract. In this seminar we sketch some density results of Meyers-Serrin type 
proved in collaboration with R. Serapioni and F. Serra Cassano for the anistropic 
Sobolev spaces associated with a family of Lipschitz continuous vector fields and 
a weight function belonging to Muckenhoupt’s Ap classes. This result is proved 
by adapting the classical argument due to Friedrichs. In addition, anisotropic BV 
spaces are considered, and an analogous approximation result is proved, in the spirit 
of a previous result for usual BV spaces due to Anzellotti-Giaquinta. Finally, as 
a first step toward a geometric measure theory associated with a family of vector 
fields, different definitions of perimeter are proved to be equivalent. 
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In questo seminario intendo presentare alcuni risultati ottenuti in collaborazione 
con R. Serapioni e F. Serra Cassano ([FSSC1,2,3]) sulla densità delle funzioni rego- 
lari negli spazi di Sobolev associati a una famiglia di campi vettoriali (che estendono 
quindi il classico teorema di Meyers-Serrin per gli spazi di Sobolev), insieme ad al- 
cune applicazioni di questi allo studio di funzionali non coercivi del calcolo delle 
variazioni. Questi risultati sono il primo passo del progetto più complesso dello 
sviluppo di una teoria geometrica della misura associata a una famiglia di campi 
vettoriali. 

SiaXel(Xu.. -1Xm) una famiglia di campi vettoriali definiti in un aperto Q 
dello spazio euclideo R”. Questi campi vettoriali sono naturalmente identificati con 
gli operatori differenziali 
i , possiamo allora 
associare alla nostra famiglia di campi vettoriali una classe naturale di spazi di 
Sobolev anisotropi definiti come segue: diremo che u appartiene a Wi}? (0) se 
U E LP(Q) e Xu e £P2(Q) per j = 1,...,m. Ad esempio, se p = 2, lo spazio 
Wi? è lo spazio naturale delle soluzioni deboli degli operatori cosidetti ‘somma di 
quadrati’ Li X $; più in generale, le soluzioni deboli di equazioni del secondo ordine 


m 
DX(|X;ulP-2x;u)=0 


j=1 


se p > 1 sono naturalmente elementi di Wir (2). In generale, se fiQxR" 4 
[0,+00) è una funzione di Borel tale che n + f(z,n) è convessa in R" per ogni 
tr E £ ed esistono 0 < Ao < Ao tali che 


Molni? < f(2,m) < Ao(1+[nlP), 


allora i minimi di integrali variazionali del tipo 
ui [ LEX... Amt) de 4 f lu soldo, p>1l 
a n 


esistono naturalmente come elementi degli spazi di Sobolev anisotropi Wi? (0) 
dipendenti da (X1,. »-1Xm), per ogni fissato uo € £P(9). Osserviamo esplicita- 
mente che non abbiamo nessuna ipotesi di coercività sui campi vettoriali X; in 
altri termini, non si assume nessun controllo di Xu sul gradiente usuale Du. Ne 
segue che questi funzionali non hanno una p-crescita negli spazi di Sobolev usu- 
ali. D’altra parte, anche condizioni globali di subellitticità come la condizione del 
rango di Hérmander ([H]) o sue generalizzazioni a campi non regolari ([FL]) non 
sono a priori assunte su X, anche se, ovviamente, queste classi di campi vettoriali 
forniranno esempi importanti di funzionali variazionali non coercivi che verificano 
le nostre ipotesi. Di fatto, per queste classi di funzionali varranno ulteriori risul- 
tati di regolarità, nello stesso modo in cui le soluzioni deboli delle corrispondenti 
equazioni di Eulero condividono molte proprietà degli operatori ellittici, come, ad 
esempio, il principio di massimo, la disuguaglianza di Harnack e l’hòlderianità delle 
soluzioni deboli. 
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Esempi di funzionali di questo tipo sono dati da funzionali ‘tipo Grushin’ come 
i. (1Dzu|? + |2|?"|Dyul2)P!® dedy in R®xR5°, 
o ‘tipo Heisenberg” come 
i (Juz + 2yu,|? + |uy — 22,19)?!” dr dydt inR*. 


Tuttavia, come sottolineavamo sopra, i nostri presenti risultati si applicano anche 
a integrali variazionali con direzioni completamente mancanti come 


È |Dsu|dx o S, (1Du|? + |yl?"|Dyul?)""? de dy in R?! xR77, 


o altre situazioni fortemente degeneri come quelle descritte sotto. 
Se p= 1, i corrispondenti funzionali con crescita lineare sono funzionali del tipo 
dell’area della forma 


m 
ur» A(u) = / (+ YO x u])}!? da. 
g=1 


Per studiare questa classe di funzionali si è naturalmente portati a introdurre spazi 
BV anisotropi. Una possibile definizione di questi spazi è la seguente: u E L3(0) 
appartiene a BVx(0) se X;uè una misura di Radon in Q per j = 1,...,m. Notiamo 
esplicitamente che lo studio di questi funzionali del tipo dell’area non è solamente 
motivata dall’analogia formale con il caso ellittico e l’usuale funzionale dell’area, 
ma proviene naturalmente da una definizione intrinseca di misura di una varietà di 
codimensione uno (o perimetro) che studieremo. 

Più in generale, la misura di Lebesgue dy nei funzionali integrali qui sopra può 
essere sostituita da una misura wdp, dove w E Li, è una funzione non negativa 
(chiameremo una tale funzione una funzione peso), appartenente a opportune classi 
di Muckenhoupt Ap. 

Per prima cosa definiremo gli spazi di Sobolev anisotropi H} e Wir rispetto a 
una funzione peso appartenente ad Ap rispetto alle sfere euclidee, e proveremo che 
essi coincidono (teorema tipo Meyers e Serrin). In altre parole, proveremo la densità 
di funzioni regolari nello spazio di Sobolev anisotropo pesato. Il passo cruciale con- 
siste in una approssimazione locale, poichè il passaggio dall’approssimazione locale 
al risultato globale sarà ottenuto ripetendo lo stesso schema della prova di Meyers 
e Serrin. Può essere sorprendente che la nostra prova segua l’approccio classico di 
Friedrichs [Fr] di regolarizzazione per convoluzione con gli ordinari mollificatori a 
simmetria radiale anche in presenza di campi vettoriali che possono essere iden- 
tificati con operatori di traslazione non invarianti per traslazione. Infatti, questo 
approccio sembra contraddire una filosofia generale che afferma sostanzialmente che 
gli strumenti vanno adattati ad una opportuna geometria associata ai campi vettori- 
ali. D'altra parte, notiamo ancora esplicitamente che, nel nostro caso, a causa della 
possibile forte degenerazione dei campi vettoriali, non c’è una geometria intrinseca 
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soggiaciante e neppure qualche struttura di gruppo che definisca una convoluzione 
naturale. Inoltre, anche nelle situazioni in cui tale geometria esiste, per le nostre 


enti, come campi tipo Hòrmander, metriche quasi Finsleriane e forme di Dirichlet 


coincidono per campi vettoriali lipschitziani. A questo punto è possibile dare una 
definizione di X-perimetro per sottoinsiemi di IR” e provare una formula di coarea 
per funzioni BV. Questa nozione è consistente con quelle di [CGD], [FGW1,2]. 
Tuttavia, sottolineiamo ancora che le nostre richieste sui campi vettoriali sono così 
deboli che sono certamente false disuguaglianze isoperimetriche del tipo di quelle 
dei lavori precedenti. Infatti, se X è identicamente zero, allora soddisfa ovvia- 
mente le nostre ipotesi, ma è facile anche produrre esempi di campi non banali e di 
aperti regolari con X-perimetro nullo. Consideriamo, ad esempio, i campi vettoriali 
X = (X1,X2, X3) dove 


X1=y0, — 26, ò X2= y9; — 20, ; X3=0,.-20,, 


e la sfera unitaria B(z, 1) di R3. Allora su 9B(x,1) la normale v è ortogonale a X;, 
per j = 1, 2,3. Poichè per domini regolari lo X-perimetro è dato dalla integrazione 
sul bordo della densità (V; (Xj,v)?)!/2 che si annulla identicamente su 2B(x,1), 
allora lo X-perimetro è nullo. Questo fenomeno è chiaramente connesso al teorema 
di Frobenius. Una profonda discussione su questo argomento è in [Su]. 

Per finire, questi risultati possono essere applicati per caratterizzare il rilassato 
di funzionali integrali del tipo descritto in precedenza. In questo modo si estendono 
risultati di Goffman, Serrin e Dal Maso per funzionali non degeneri ([GS] e [DM]). 
Inoltre, i risultati di approssimazione mostrano che, per questo tipo di funzionali, 
non sì presenta il cosidetto fenomeno di Lavrentev, cioè il minimo negli spazi tipo 
Sobolev coincide con l’estremo inferiore del funzionale su funzioni regolari. 

In questa nota Q CR" è un aperto fissato. Se v,w € RR”, denotiamo con lol 
e (v,w) la norma e il prodotto scalare euclidei, rispettivamente. Se x € R" e 
E C R" allora dist(2, E) = inf{|z — yl : y € E}. SeNe 2 sono sottoinsiemi 
di R”, allora 0 EQ significa che 0’ è contenuto compattamente in Q. Inoltre, 
B(z,r) è la sfera euclidea aperta di raggio r con centro z. Se A CR”, allora xa 
è la funzione caratteristica di A, |A| la sua misura di Lebesgue n-dimensionale e 
per k > 0, HE(A) è la sua k-dimensionale misura di Hausdorff. Denoteremo con 
cà (Q;R”) delle funzioni a valori in IR” che sono X volte derivabili con continuità, 
con Lip(92;R”) lo spazio delle funzioni lipschitziane a valore in R”, e poniamo 
CÈ(Q;R") = C*(9;R") n E(O;R") e Lip(9;R") = Lip(Q;R”) n £/(9;R"). 
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Inoltre, per brevità, scriveremo C*(Q) e CH(Q) se m = 1.Per finire, M(9;R”) è lo 
spazio delle misure di Radon a valori in R”. 
Nel seguito denoteremo con LP (9, w) lo spazio LP rispetto alla misura dw = 
w(x)dz e porremo w(A4) = fw(r)dr. Così, se f € L!(A, w) (rispettivamente se 
A 


f € L*(A)) denoteremo la sua w-media con 
1 
{© wdr = A [10 wdxr 


ui fred — Ti [fa 


la media di f su A rispetto alla misura di Lebesgue. 
Se w is è una funzione peso, diciamo che 


w € Ap = Ap(R", metrica euclidea, misura di Lebesgue) 
se per tutte le sfere euclidee B = B(a,r)={yeR": ly-2l< r} 


(i) sup fe dx (fur@-Dan <c quando 1<p<00 
ù B 
(ii) fe de <c ess.inf w quando p= 1. 
B 


La più piccola costante per cui vale (i) o (ii) sarà detta costante Ap di w. Osserviamo 
che, se w € Ap allora L?(0, w) C Lic(9). 

Useremo mollificatori a simmetria sferica J. definiti da J.(2) := e "I(e|2]), 
dove J € C([-1,1]),J=0e fi J()dt= |B(0, 1)! 

Assumiamo che X1,..-,-Xm siano campi vettoriali lipschitziani in 2, dove X; = 
(c;1,---1cjn); j= hm Poniamo 


C(z) = [c;i(2)] Hei peg hi 
Per ogni u € £1(9) definiamo Xu come un elemento di D'(Q; R7) nel modo 
seguente: 


Xu(y) <iea [pmi dr 


È -/ udiv (CTy)de = Vw= (d1,---19m) EC(O;R"). 
; a 
Se poniamo X7 4 := div (CT y) l’aspetto della definizione è ancor più famigliare: 


Xu(y) := — fpaaTy dr vy e Co (O; R"). 


Definizione 1. Per 1<p<oo e wE Ap, poniamo 
WIP(O, w) = {ue L(Q,w) : Xjue LP(Q,w) perj=1,...,m} 
Wiltoe( w) = fu : ula: € Wir(2',w) per ogni aperto O E o} 
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Proposizione 2. Wi. (9) con la norma 


m 
lella) = Ile» (2,1) + >; IX; ullcx (2,0) 
i=l 
è uno spazio di Banach, riflessivo se 1 < P<oc0. 
Definizione 3. Per 1 < p poniamo 


H} (2, w) := chiusura di c'(92)n WE (9, w) in Wi? (0, v) 


Come per gli spazi di Sobolev usuali, HP (0, w) C Wi (9, w). 
Cominciamo ora con un lemma tecnico. 


Lemma 4. Per0<e< €1, sia K::R" + R una famiglia di funzioni misurabili 
supportate in B(0,€) che soddisfano |Ke(2)] < Ce” e 


Ni K:(2) dz = 0. 
B(0,€) 


(i) Se u E LP(Q, w) per 1< P< 00, allora 
Lim LE + lle (0,0) = 0. 
Qui e nel seguito, senza ledere la generalità, possiamo pensare u definita su tutto 
IR” ed uguale a 0 fuori di Q. 


(ii) Se u € L®(9), allora limeo(Ke * u) = 0 in u* — £°(9), uniformemente per 
U E L°(L), cioè per ogni h € £L!(Q) 


lim (sup { (10) (& e wa) de lulle=ca) <1}) =0 


Possiamo ora provare il teorema di approssimazione locale, da cui seguirà il 
risultato globale come in [MS]. 


Proposizione 5. Sia u € WIP(Q, w) per 1<p< oo. Allorase N EN 
lim lux J — ul: u) =0, 


dove Je(2) = e-"J(e-!|x|) è un mollificatore supportato in B(0, e). 
Dimostrazione. Se p > 1, è facile vedere che 


lim ||f *Ie- fil»(9,w) =0 


poichè |f + Je|(r) < M f(2) e quindi si può concludere utilizzando il fatto che la 
funzione massimale di Hardy-Littlewood Mf è in IP(Q,w)sewe Ap. 
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Se p = l,per ogni 7 > 0 possiamo scegliere una funzione continua fn, tale che 
If — falle:(a,w) < n. Per definizione di peso A1, Mw < cw, così che 


IRA *(f— fn) Ilan < } J e" J(ejz — y)) If(y) — Sn) dy w(z)dr 


o’ RR" 


= J If - fn] i e" J(e-!|2— y]) w(2)de dy 
qu Re 


< i) IFG) — fa) | Mw(v) dy 
{ell 


<e J IG) — fa) (dv 
Foti 


=c|f- fallz:(a’,w) 


Fissiamo ora n in modo che sia ||f — fallz:a,w) sia ||Te + (f — fa)llc:(a,w) siano 
piccoli. La nostra asserzione segue poichè 


78 fa — fallo SEA) Ri vifa)de= Che, 
a 


dove h(e)= sup |fn(2)- fa(y)|. 
la-yl<e 
Dunque sarà sufficiente provare che 


dim |Kj (f * Je) n XjfllLr(a,w) =0 
perj=1,...,m. SiayY = (b1,--- bn) uno di questi campi vettoriali. Poichè 


NY (f+I)- YfIlzra wo) < IYf- (1°Î) + Tellerar sw) 
+ If) + Te Y(f+Tollz(0,u): 


e Yf € LP(0', w) ci basta provare che l’ultimo termine tende a zero per e + 04. 
Così, se e < dist(0', 09), abbiamo: 


PI IY(f*f)- (Yf)*T Puw(2)dz 


oli 
< L } J (b;(2) — di()) (0): Te(2 — v) + 2ibi(u)f(V)I (2 — 9) dy feta 
1=10' B(2,e) 


Ora, per il teorema di Rademacher per q.o. y E 2 


bi(2) — bi(y) = YO Anbi(u) (2-9) + Ri(213); 
h=1 
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dove per = 1,...,n 


.  Ri(z,y) 
1.1 lim 22 er ae. ye Q 
(1.1) = Tely .-B 
(1.2) IR: 9) <C per ogni z,y EQ. 


Alla fine otteniamo 
IIN(f+I)-(Yf)* Jelzr(o:,w) 
1/p 


pri Le, F(y) An bi(4) [e — Y)h EI lay | sila 


1/p 
n 


J saio [e LETI 47 _ O 


!" \L'_ 86,9 
1/p 


+2(/|/ HR (era) ED dy |’ wta)do 


SI e ato 
Per il Lemma 2.4, ogni termine delle prime due righe ha limite zero per e + 0+. 


Infatti sia fond; sia fa;b; appartengono a L?(9,w) e i nuclei tra parentesi quadre 
soddisfano tutte le ipotesi del lemma, in quanto possono essere scritti come 


= 3 (W-2)a (2-3) per i # h 


3 (W-2):x =) 


rispettivamente. Così, possiamo restringerci a considerare i termini contenenti 
R;(z,y). Ora, poichè 


1 Ti — Vi Lir_-1 2 
SH lg J'(e'|z ») | 
1 
rl sp lroi=ct 
>o 


“i e le-y] t e" |e-yl' 


è J.(z- y) È 


ognuno di tali termini è limitato da 


i=c|f 


0 BG) 


1/p 


P 
w(x)dr 


|R;(2,y)l 1 
If(9)] dea: dy 


lang] © 


104 


se p= 1 questo integrale è uguale a 


a 1 IRi(2,4)l (a) de 
= [UO a Li la (2) d ) dy. 


e, per il teorema della convergenza dominata, tende a zero per € + 0. Infatti 


pi J \Ri(c,y)l w(2)dz 


e” le- gl 
B(y,€ 
1 |Ri(2, y)| 1 |Ri(2, y) 
<1 f Red multa f Ti 
B(y,6) B(y,e 
<C { È J lw(2) — w(y)| de + w(y) J Pili roi O] de; 
B(y,e) B(0,1) 


qui il primo termine dell’ultima linea tende a zero in ogni punto di Lebesgue y di w, 
mentre il secondo tende a zero per q.0. y € 2 in forza di (1.1) e (1.2) e del teorema 
della convergenza dominata. Quindi 


. 1 \Ri(2,y)] a 
lim |f(v)] > J tenl w(2)dr=0 ase-+0+,forae.y EQ. 
B(y,e) 


Inoltre, siccome w E Ai, 
oi f FEE tarde < c IFG) Mw(1) SCION 0) 
B(Y10) 


Questo conclude la prova nel caso p = 1. 
Se p > 1, poniamo fim = min{|f|,m}. Allora 


p 1/p 
(/ / plECd Lay v)t) 
9 |JB(2,e) 


lo-gl e 
1/p 
embed Las l'atodis 
< ( S| SUIT V| ) 
1/p 
|Ri(2,y)l 1 nl T 
+ (/, Sor @® "id P dy| w( ve) 


=1+1. 


Senza ledere la generalità, assumiamo che supp f,supp fm € 2. Allora 
P 1/p 
> SÙ - fm(y) d d 
h<0 ( pa ( ORO, ) v(2) -) 
1/p 
<G (/, G4(/1-fm)) u(a)te) 
Coll 
1/p 
<0 ( f(f1- fm (2) da) 
lo) 
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poichè w € Ap. Quindi per ogni @ > 0 è possibile scegliere m = mo > 0 tale che 
I < @per ogni e > 0. Siaoram fissato. Ponendo y = 2 + en abbiamo 


Pp 1/p 
ce IRi(2, T+ en)| 
I = (/, (Luo Îm (+ en) = guri în) v(e)te) 


</a (/ A+ (ato) u(2)de) a” 


per la disuguaglianza integrale di Minkowski. Quindi 


1/p 
p 
5s f | JRG+M (Pez te) Do) ele+ n) da 
B(0,1) \fr 

è i 1/p 
+/ (fac: (Azio) «+ ) a 
B(0,1) \ù i 
=J1+Jn. 


Ora 


1/p 
Ji<Cm (/ lw(2) — w(z + en)ldz) dn <@0 
B(0,1) \Jn 


se € è sufficientemente piccolo. 


D'altra parte, siccome e + 0 e per q.0. 7 € B(0, 1) 


Ri(z,2 + en) 


P 
w(x +e 0 
enl ) sibi 


f+ e) ( 


R(z,2+en) pi +e) <Cfe(2+en)w(z+ en), 


Fim(2 + en) cal 


che appartiene a L!, così che, per il teorema della convergenza dominata, abbiamo 
che J, —+0see —+0. Dunque l’asserto è completamente provato. 


Osservazione. Se p > 1, un teorema tipo Meyers-Serrin è ancora valido se il peso 
w € Ap rispetto alle sfere metriche (qualora queste esistano!), ma in questo caso 
la prova è completamente differente e richiede un argomento indiretto legato alla 
disuguaglianza di Poincaré e all’esistenza di opportuni ricoprimenti tipo Whitney 
in spazi di tipo omogeneo. 

Ora, come si era detto precedentemente, il teorema seguente può essere provato 
con gli stessi argomenti del classico teorema di Meyers e Serrin. 
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Teorema 6. Sia Q un aperto di R" e 1 < p < 00; allora 
HW (O) = WX (0). 


L’usuale spazio BV(9) può essere definito equivalentemente in almeno tre modi. 
Se u € £1(2) diciamo che u € BV(Q) se una delle proprietà seguenti è verificata. 
(i) il gradiente distribuzionale Du è una misura di Radon a valori in R”, 
(ii) f |Du|< +00 dove la variazione totale J |Du| è definita come 


fps := sup { fuo)div Va)de :9 € CIO). IH] S i} 


(iii) u appartiene al dominio di finitezza del L!-rilassato del funzionale C!(2) 3 vH 

J(Du(z), Dv(x)) de. 

Queste tre definizioni suggeriscono tre, a priori differenti, modi di definireBV nel 
caso di campi vettoriali. 

La prima consiste nel sostituire il gradiente D con l’operatore differenziale vet- 
toriale X e dire che u € £!(9) appartiene a BVx(9) se Xu è una misura di 
Radon vettoriale. Questa definizione appare in [CDG] nel caso di campi vettoriali 
di Hsrmander. Nella seconda e nella terza definizione, giocano un ruolo solo la 
matrice [n x n] A(x) := CT(2)C(2) e la forma quadratica R": £ + (A(x)€, €), ma 
non i campi vettoriali X per se stessi. 

Per dare la seconda definizione, cambiamo la nozione di variazione totale di una 
funzione u € £1(2) cambiando in modo opportuno la nozione di campo vettoriale 
di norma minore di 1: diremo che un campo vettoriale 4 : 2 — R” è A-subunitario 
se (4(x), €) < (A(2)t, 6)/?, Vé € R" e Ve € N. Quindi definiamo la A-variazione 
di u € £L!(2) come l’estremo superiore fn wdiv ydz per tutti i campi vettoriali 
lipschitziani a supporto compatto che sono A-subunitari. 

Finalmente potremo vedere che entrambe queste definizione coincidono con il 
dominio di finitezza del rilassato il L3 del funzionale che sulle funzioni regolari è 
definito da 


(2.0) C(Q)3v SA (A(2)Dv(2), Dv(2))!!? de. 


Questo approccio è il più naturale dal punto di vista del calcolo delle variazioni. 
Procedendo formalmente, poniamo ora 


Definizione 7. Diremo che u € £!(0) ha X-variazione limitata in Q se 
Di d|Xu|:= sup {f uXTy dr: 4 E (GR), |b(2) < 1} < 00 
a a 


e indicheremo con BVYx(L) lo spazio vettoriale di tali funzioni. 


Osserviamo che, se u E Wiltoe(9), allora 


faru= / |Xu| dr. 
a a 
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Per ogni u € BVx(9) il funzionale Xu può essere prolungato a C6(Q; R"). Con- 
tinuiamo a chiamare Xu questo prolungamento. Per il teorema di rappresentazione 
di Riesz, esiste una misura di Radon positiva |Xu| e una funzione |Xu|-misurabile 
Cu :+ R” con |ou(x)|= 1 per |Xu|-q.d. 2 € Q, tali che: 


Xu(4) = J, (0u,%) diXul, = vpecA;Rm). 


Ora, con le notazioni introdotte sopra, indichiamo con SU o(Q) l’insieme dei campi 
vettoriali lipschiziani sub-unitari a supporto compatto, e poniamo 


Definizione 8. Diremo che u € £!(9) ha A-variazione limitata in 92 se 


È d|Du|a := sup {{ udivo de :0=(01,...,0n) € SU(0)} < 00. 
a a 


e indicheremo con BV (9) lo spazio vettoriale di tali funzioni. 
Si ha allora 
Proposizione 8. Se A(z) = CT(2)C(z), allora 


BVx(2)=BV4(92) e 


f,au= / aipul 
a n 


Nello spazio delle funzioni a X-variazione media limitata possiamo allora ottenere 
un risultato di approssimazione analogo al risultato classico di Anzellotti-Giaquinta. 


Teorema 9. Sia u € BVx(9). Allora esiste una successione (un), C C°(9) tale 
che 


Lim, [un — ulle:a) =0 


li d\Xun|= | d/Xul. 
im fra = f docu 
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